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1 ZAKLADNI POZNATKY Z MATEMATICKE LOGIKY A TEORIE MNOZIN
Vyrok (p): Kazdé sdleni, o kterém riizeme rozhodnout, zda §&neni pravdivé. Je-li vyrok prav-
divy, pritazujeme mu 1. Neni-li pravdivyfipazujeme mu 0.
Negace vyroku (p'):tvofime ji pomoci ,neni pravda, Ze* nebo ,neplati, Ze".

1.1 LOGICKE SPOJKY
Konjunkce (pLq): ,a" i ,a zarovei“ — je pravdiva, kdyz jsou pravdivé oba vyroky
Disjunkce (alternativaX p L q): ,nebo“ — je pravdiva, je-li pravdivy alespd vyrok
Implikace ( p= q): ,jestlize ..., pak® — neni pravdiva jen tehdy, vypdyli z pravdy nepravda

Ekvivalence (oboustranna implikace)p < q): ,...praw tehdy, kdyz ...“ — je pravdiva, maji-li
oba vyroky stejnou pravdivostni hodnotu
A B ALCB ALB A= B A~ B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

1.2 KVANTIFIKOVANE VYROKY
Obecny kvantifikator (a): WV kazdém...", .Pro kazde..." - nap
OXOR; (x+1)° = x? +2x+1
Existenéni kvantifikator ( L): ,Existuje...“ — nap. IXLIR;x<0

1.3 DEFINICE, VETY
Definice: zavadi zakladni matematické pojmy
Véty: musime je na rozdil od definic dokazat. Skladai = predpokladu a tvrzeni.
Nap.JaZ"; a=liché¢.= a® =liché¢. — predpoklad: celé kladné liché — tvrzeni: 4je
liché¢.
g'= p' wta obménénad p=q

1.4 MNOZINY
MnoZina (A,B,...): soubor u&itych prvki — kon€&nd (Zaci), nekonma (R), prazdna ({})
Ur&eni mnozin: vyctem (A ={a, b,c,d}), symbolicky (A={xN;10<x<20Q)

1.5 VZTAHY MEZI MNOZINAMI
Podmnozina (A O B): ,A je podmnozinou B* — inkluze —defA 1 B « OxOAxUB
Rovnost (A=B): def. A=B -« AUBLBUA

1.6 OPERACE MEZI MNOZINAMI
Vennovy diagramy: U — zakladni (universalni) mmazi

Sjednoceni (A0 B): def. C = A0 B={x0U;x0AOx0 B}

o,

Priinik (An B): def. C= An B={x0OU;xJADOxOB}LA B
zakon komutativni (o zane): AOB=BUOA

AnB=Bn A
zékon asociativni (o sdruzovani): (AD B) OoCc=A0 (B O C)

(An B)nC=An (Bm C)
zékon distributivni (o roznasobeni): An (B O C) = (A N B) O (A n C)

AO(BnC)=(ADB)n (AOC)




Rozdil (A-B): def. C = A-B={x0U;x0ADx0B}

Doplnék (A'z): def. A B= Ay ={x0OU;x0OBOx0OA}
de Morganova pravidla: (AD B)I =AnB

(AnB) = AOB'

1.7  CISELNE INTERVALY
Otevieny: (a,b) ={x DR;a< x<b}
Uzaweny: (a,b) ={x OR;a< x< b}
Polouzaweny: zleva uzateny: <a, b) = {X ORasx< b}
zprava uzakeny: (a, b> = {x ORa<x< b}
S intervaly pracujeme stejjako s mnozinami, a proto preé plati stejné operace.
1.8 SPOLECNY NASOBEK A DELITEL

Nejmensi spol. nésobek:n(12,28,42) = 2[2[B[T =84, v prvatiselném rozkladu mé kazdé pr-
vocislo obsazené v nejvyssi mochin

Nejvétsi spol.délitel: D(12,28,42) =2, v prvasiselném rozkladu ma pouze spol. priato.

2 MATEMATICKE D UKAZY

Primy dikaz (A= B): vychazime z fedpokladu dané&ty a musime se dopracovat k jejimu tvr-
zeni

Nap.. JadZ"; a=lichés. = a® =lichéc.
liché¢.: 2k +1, potom (2k +1)2 = 4(k2 + k)+1, kde 4(k2 + k) je sudé.

Nepfimy dikaz (A= B < B'= A'): dokazujeme &u obn&nénou pomoci imého dikazu.
Napt. OmOZ*; m? délitelné3 = mddlitelné3
nectlitelné  3:  3k+1C3k+2,  potom  (3k+1)7 =3(3k? +2k)+1

(3k +2)7 =33k + 4k) + 4, kde 3(3k? + 4k) a 3(3k? + 2k) jsou dlitelna 3.
Diikaz sporem((A: B)' < AUB'):

Nag. Oa,b0] R*;a;bz\/%

nebo

+
predpokladamelr,b 0 R"; a2 b <+ab, po Upravach rovnice(a—b)2 <0, protoze %

nemize byt <0 — spor stpdpokladem a dan&ta plati.
Matematicka indukce: Dokazeme, Ze plat(1), potom Ze prk = 1; V(k) :>V(k +1).
Nap. OnON; 12 +22+3%+...+n? =1n(n+1)(2n+1)
1) owieni n=1; L=P
2)

predpokladk 21, L=12+2%+..n*> P =1k(k+1)(2k +1)
mame dokazak +1 12 +22 +3% +..k? +(k +1)° = 1(k +1)(k + 2)(2k +3)
L=21k(k+2)(2k +2)+ (k +1)* = (k +1)[k(2k +1) + 6(k +1)] =

=1(k +1)(2Kk? + 7k +6) = 1 (k +1)(k + 2)(2k +3)
3) plati proO0k O N



3 MOCNINY A ODMOCNINY, MOCNINNE FUNKCE

3.1 MOCNINY SCELOCISELNYM EXPONENTEM
a'a®*=a""® Uab0OR0r,sOZ

=

fa=x = x"=a

a—: ¢ az0 \/¥:|a|:ia

aS

(ar)s—a’s Yab=%aRb OabOR;,Omn,pON
a_Ya

f=a'b’ o= = b#0

(ab)’ =a'b b=V

(Ejr =2 pzo Wa)" =3/a”

)b ¥a = a

a_r:a—lr a¢0, r>0 “Pamp:@

Slwovat Ize pouze souhlasné odmocniny, odmocnitetoal rozdil nelze.
Casteiné odmodiovant: 3128 =327 =%/2° 32 =22%/2 =432
1 42 42

1
Usmériovani zlomki: — =—H—==—
J2 2 2 2

Mocniny s realnym exponentem:¥a™ =a™" OmOZ,0nON,Ja0dR’

3.2 MOCNINNE FUNKCE

y=x° y=x3
vySSi parabola kubicka parabola
1K
1 = il
T T-1
— :1
y= )("2 y= X_l

rovnoosa hyperbola

1 ap 5
1 T-1
} } -
—1 1

4  UPRAVY ALGEBRAICKYCH VYRAZ

41 MNOHOCLENY
(a+b)* =a® +2ab+b?

(a+b)a-b)=a? -b?



a+b+c) =a’+b* +c? +2ab+ 2bc+ 2ac
( )

a’+b’ = ( ib)(a Fab+b?)

(a+b)® =a®+3a%h+3ab* + b°

4.2 LOMENE VYRAZY
Definiéni obor — obor prominnosti — (D) je mnoZina, ve které ma dany vyieseni.

2_2x-1
Ter PRl

4.3 DELENi MNOHO CLENU MNOHOCLENEM

(x2 -2x-1): (x-1) = x—1—i1

—(xz—x) )

-x-1

- (_ X + 1) / zbytek

-2

5 FEUNKCE A JEJICH ZAKLADNI VLASTNOSTI
Funkce: predpis, ktery kazdé hodriohezavislé prognnéx z def. oboru fifadipravé jednu hod-
notu zavislé prognney.

Graf funkce: mnozina vSech bdido soﬁtadnicich[x, f(x)].
Obor hodnot (H): mnoZinateSeniy) dané funkce.

5.1 VLASTNOSTI FUNKCI
Rostouci: OXOD; X, <X, = f(x1)< f(xz) —nag. y = X
Klesajici: XU D; X, <X, = f(x1)> f(xz) —nag. y = —X
Konstantni: xOD; X, <X, = f(xl): f(xz) —nag. y=0
Sudé: Ox U D; f(— x) = f(x) —nag. y= cos(x)
Licha: OxOD; f (— x) =-f (x) —nag. y = sin(x)
Periodicka: prabeh funkce se v uwitych cyklech opakuje — népy = Sin(x) = Sin(x + 2le)
Prosta (monotonni): OxO D;  x, # X, = f(xl) z f(xz) - nag. y = X
Inverzni: graf funkce f) a funkce inverzni { ™) je soungrny podle osy I. a lll. kvadrantu. Nap
fry=x?= f™:x=y? (zanénimex ay). ProD = R} plati y =+/x

5.2  TYPY FUNKCI
Jednouchéa: y = f (x) —nag. y= sin(x)
Slozena:y = g[f (x)] - nag. y =sin? x

6 LINEARNI A KVADRATICKE FUNKCE

6.1 LINEARNI }[
y=ax+tb a#z0 D=R H=R 1
pro a=0= y =b - funkce konstantni — 5
pro a> 0 — funkce rostouci /Jr
pro a <0 — funkce klesajici



6.2 KVADRATICKA
y=ax® +bx+c

|a| >1 - sevena 1
|a <1 - rozewena L
a >0 - v horni polorovia (konvexni) y =X

a <0 — v dolni polorovig (konkavni)

7 LINEARNI FUNKCE, ROVNICE A NEROVNICE SABSOLUTNIi HODNO-
TOU

7.1 ROVNICE

Obor proménnosti: obor, v #mZ chceme danou rovnitasit.

Definiéni obor (D): obor, v gmz ma rovnice smysl.

Obor pravdivosti (P=K): mnoZina kéen.

Resit rovnici znamena najit takowé které dané rovnici vyhovuije.

Nutno provést zkousku.

Ekvivalentni Gpravy rovnic:
1) Rovnice lze pevadit z jedné strany na druhou, ale s @pan znaménkem.
2) Rovnice se nez#émi, kdyZ k okgma jejim stranamiftteme nebo od¢eme stejny vyraz.
3) Rovnice se nezémi, kdyZ ol¢ jeji strany vynasobime nebo Wiine stejnym vyrazem.

7.2 NEROVNICE
ostré znaky nerovnosti: < mensi nez
> VetSi nez
neostré znaky nerovnosti: < mensSi nebo rovno nez
> VtSi nebo rovno nez
Ekvivalentni Gpravy nerovnic:
1) Nerovnice se nezéni, kdyZ k ol¥ma jejim stranamipiteme nebo od¢eme stejny vyraz.
2) V nerovnici Ize pevadt z jedné strany na druhou, ale s &pan znaménkem.
3) Nerovnice se nezéni, jestlize jeji ob strany vynasobime stejnym vyrazem, ktery je kladny
na celém defirinim oboru.
4) Nasobime-li nerovnici vyrazem, ktery je zapornyce&m def. oboru, pak musimgepratit
znak nerovnosti.

7.3 ROVNICE A NEROVNICE V SOUCINOVEM TVARU
Rovnice: (x - 2)(3— x) =0 - Souin je nulovy, je-li nulovy alespol ¢initel - X =2 x = 3.

)3(—_2 =0 — Padil je nulovy, je-ltitatel roven nule X = 2
- X
Nerovnice: (X - 2)(3— x) <0 nebo )3( -2 <0 (x# 3) - pomocinulovych bodi
- X
X=2=0 3-x=0
X=2 X=3
-0 2 3 +00
X—2 = + +
3—x + + —

Pozn.: V nulovych bodechdni dvoglen znaménko. Je-li xikoeficient kladny, pak od nu-
lového bodu nalevo je dwdgn zaporny a napravo kladny.

x (— oo;2) 0 (3;+00) — @i neostrém znaku nerovnosti by byl interval uzany.

7.4 ABSOLUTNi HODNOTA
Absolutni hodnota: vzdalenost bodu od patku nagiselné ose.
Funkce, rovnice a nerovni¢eSime pomoaiulovych bodi.



x=-1 x=1
-1 1

A B e
X [ (= 00;~1) x0(-11) X0 (L o) -
B P Y g P Y e oy
y=-2x y=2 y = 2X

Pozor u rovnic a nerovnic musime vzdy vysledek ypoad s intervalem — napXx D<I3) a vysle-

dek je X =4, proto rovnice nema v tomto intervakseni.

8 KVADRATICKE ROVNICE A NEROVNICE
ax® +bx+c=0
NG +Ex+2:0 = X*+ px+q=0
a a
NeUplna kvadraticka rovnice: b,c=0Cc=0

Ryze kvadraticka rovnice: b=0
x> =a
x=[a|=t/a
Reseni kvadratické rovnice:
ax’ +bx+c=0
_-b++/D _ -bx+b’-4ac

1,2
2a 2a
D >0 2realnareseni

D = 0 1realn&eSeni
D <0 2komplexniteSeni

8.1 GRAFICKE RESENI KVADRATICKE ROVNICE

x*-4=0 2x° +3x+4=0
y:x2—4 y:XZDy:—l5x—2
K ={=2} K={}

9 VZTAHY MEZI KORENY A KOEFICIENTY KVADRATICKE ROVNICE

x1+)(2:—p:—9
a

C
)(15(2:(31:E



Rozklad kvadratického dvojelenu: ax? +bx+c=0 - a(x—x, )J(x-x,)=0
Diskuse kvadratické rovnice s parametremyiz. otazkas. 13

10 |RACIONALNI ROVNICE
tzn. nezndma je pod odmocninou
provadime zkousku

J6-x++/3x-2=4 /()
(6-x)+2V6-x/3x-2 +(3x-2)=16
2,16 - x)(3x—2) =12-2x
6-x)3x-2)=6-x /()
(6-x)(3x-2)=(6-x)* /(6-x)

6-x =0 3X, —2=6-X,
B L 4x, =8
X =6 X, =
L, =J0+16=4 L2=\/Z+\/Z 4
P =4 P,=4
L, =R =K, ={g} L,=R=K,={2}

11 KOMPLEXNI CiSLA
Komplexni- sloZzenéimaginarni— neskuténé, vymyslené
a= [a1 + az] — Gausova rovin4a| —vzdalenost v G. rovignod pa@atku

Absolutni hodnota: |d = /a,° +a,” - realnéislo

Komplexni jednotka: ¢islo, jehoZ absolutni hodnota se rovna 1
Algebraicky tvar: a =a, + a, _
. . . = ) Opacné¢islo: —a=-a, —a,l
Komplexné sdruzené¢.. a=a, —a,l, 1 1

Goniometricky tvar: a = |a|(cosa' +isina) Prevracenétislio: 2 a +a,
2

Exponencialni tvar: a = |aj [&'“ — v radidnech

11.1 OPERACE S KOMPLEXNIMI €iSLY
i2=-1
stitani: a+b=(a, +b,)+(a, +b,)
Nasobeni: alb=(a, +a,i)b, +b,i)
alb = |d do| fcoda + B) +isin(a + B)] = || db| r&'***

Délent: __a1+a|d)l—b2?
b b +b,i b —h,i

a_ld _a -8
b |b|Eﬁcos(a B)+isin(a - )]—|—Ee( )

11.2 MOIVREOVA VETA
(cosa +isina)" = (cosna +isinna)

Mocniny: a" =|a|" f{cosna +isinna)




Odmocniny: Ya = '{/ﬁ [ﬂCOS%Zk” +i Sin%m)

12 RESENi ROVNIC V OBORU KOMPLEXNICHCISEL

12.1 KVADRATICKE ROVNICE S DISKRIMINANTEM MENSIM O

x=tJ-m=ztiVm
~b=i,|D|
2a

ax® +bx+c=0 (D<0) = x=

12.2 BINOMICKE ROVNICE
x"=m = x=4m=g/|m [fcos22e + sino:2er)
Je-li binomické& rovnice s realnymi teny stupg sudého, pak mé 2 realnérkay (isla op&nda) a

komplexni kdeny jsou vzdy 2 a 2 komplexisdruzené.
Je-li stupg lichého, pak mé jeden realnyilenm a 2 a 2 komplexXrsdruzené.

13 ROVNICE S PARAMETREM

Linearni rovnice s parametrem:

t#z-1 [ t=-1
1
X=—
t+1

K =) k={}
Diskuse:
prot #1-1 maK ={L}
prot=1 maK =R
prot = -1 makK :{ }

Kvadraticka rovnice s parametrem: px’ +bx+c=0 = D=b*-4pc
b? . "
D>0=p <4— Xxmaz2ieseni
c

2
D=0= p:b— xmalieSeni
4c
b2
D<0= p>4— xnemareSeniv R
C

U parametrickych rovnic s neznamou ve jmenovatetionu rovnic, kde umocnini odmocnime,
délame zkouSku.

14 SOUSTAVY ROVNIC A NEROVNIC

14.1 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC O DVOU A VICE NEZNAMYCH
Metody: scitaci, dosazovaci



2 3

+ =13 1
x;z x;y x.y,z0R X+2Z
- =-16 X% -Y,~Z substituce:

X+Z y+z Xty
3 1 y# -2 1
+ =15
X+y y+z yt+z
2a+3p=13
a 4
a-2c=-16 C:§+8:§+8:10
Bb+c=15 /[P D
2a+3p=13
D a=14-6b=14-10=4

a+6b=14 /(-2)
-9 =-15

b=2

! =14

X+ 2

1 _5

Xx+y 3

L 10

y+z

x+z=1 /(-1 D X=2-2=%
X+y=2

y+z=1
y+z=4 Z=%"Y="%
2y =2

Y=%

Soustavy lineérnich nerovnic o jedné nezname
VyieSime kazdou zvléSpotom udlame pfinik vysledki.

14.2 GRAFICKE RESENI LINEARNICH ROVNIC A NEROVNIC O DVOU NEZNAMYCH
Nakreslime graf funkci. Vysledkem jeipik grafa.

14.3 SOUSTAVY LINEARNI A KVADRATICKE ROVNICE

Resime dosazovaci metodou — z linearni u§jad a dosadime do kvadratické.

15 EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

15.1 GRAFY FUNKCI

Exponencialni funkcey = a*

a>1

a>0azl

a<l




Logaritmicka funkce:y =log, x a>0,a#1 D=R"
a>1 a<l

[ |
15.2 VETY O LOGARITMECH
a‘=b = x=log,b b>0

nejde logaritmovat s@et ani rozdil
log, (r [s)=log, r +log, s

log, £ =log,r —-log, s
log, r® =slog,r

log, x

log, a
log,a=1

log,1=0

log, x =

log, x —
a7 =x
Pokud je zaklace = 2,71828.., jedna se oifrozeny logaritmus a zgase In x
Pri zakladu rovnému 10 se jedna o dekadicky logastmlog x

16 EXPONENCIALNI ROVNICE A NEROVNICE

rovnice nerovnice
3x+2 _5x — 3x+4 _5x+2 (%)2x+3 < (%)x+2
X M2 _EX — X M4 _EX E2 4x+6 3x+6
3B -5 =33 -5 B <) Zéaklad < 1
3 (32 - 34) =5* (1— 52) 4x+6>3x+6 prevraci se nerovnost
72[B* = 24[%" x=0
303" =5"
3x+1 — 5)( 2X > 3X+1
(x+1)log3 = xog5 xog2 = x dog3+log3
x(log3-log5) = —log3 x(log2-log3) = log3
) I;g|33 /VXSI I2og|33
0g5-log 0g<—log
log2-log3<0

prevraci se nerovnost

27
%/ﬁﬁ T81 =12 — substitucia = {/8_1

a?-12a+27=0=%/81=90%81=3
3 =303 =3 = x=20x=4

10



17 LOGARITMICKE ROVNICE A NEROVNICE
Podminky pro logaritmus i pro jmenovatele.
Odlogaritmovat mohu pouze tehdy, pokud maji logayistejny zéaklad.
rovnice:

logx podminky:
log(3x+5) x>0 C 3x+5>0 [ log(3x+5)#0
logx = Iog(3x+5) X>-2 Iog(3x+5)¢ logl
X=3Xx+5 X#—4

x=-25 K={}
nerovnice: pii 0 <a <1 se u exponencialnich a logaritmickych nerovitevpaci nerovnost

log, (x+2)>3 logys (x+2)>3
+ > + > 1
|092(X 2) log, 8 log,s (X 2) logys 5 Podminky:
X>6 X< -2 Xx+2>0
Zaklad < 1 X>=2
pievraci se nerovnost
18 GONIOMETRICKE FUNKCE
18.1 DEFINICE NA PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU
. a a c
sina=— tga=— sey = —
C C b b
a a_ | b b C
b cosa =— cotga =— cose@ =—
c a a
18.2 DEFINICE NA JEDNOTKOVE KRUZNICI
a,=180 -a,
a,=180C +a,
a,=360-a,
Il. kvadrant: sina, =sina,
cosa, = —C0sq,
l1l. kvadrant: sina, = -sina,
Cosa,; = —Cosa,
IV. kvadrant: sina, = —sina,
cosa, = cosa
= sin(-a)=-sina lichafunkce
cod-a)=cosa  sud&funkce
perioda je &
tg a
a . ,
tg(-a)=-tga funkcelicha

cotg(-a)=-cotga  funkcelicha
perioda jert




18.3 ZAKLADNI UHLY

a 0° 30° 45° 60° 90° Dopliikovy thel:a'=90° —a
sina 0 3 £2 43 1 L ,
sina = cosa
e 2 2 z 0 cosa =sing’'
tga 0 & 1 V3 E tga = cotga’
cotga | E J3 1 43 0 cotca =tga’

18.4 OBLOUKOVA MIRA

1 rad je stedovy Uhel, ktery fislusi oblouku jednotkové kruznice, jehoz délka.je
1rad =57° 17 44,81"

360°=21

18.5 GRAFY FUNKCI

sin3 sin2x
P
: | /\I’ -
Jr ) 4 B B 10 T2
sm(x+’§’) 2sinx

COsX sinx
sin® x+cos” x=1, tgx[cotgx =1
Souttové vzorce:  sin(x £ y) = sinx[£osy + cosx[3iny
codx+ y) = cosxIcosy F sinxI[siny

tgx+tgy

1+ tgx[igy

+ cotgx[cotgy -1
cotgx Fcotgy

tg(x+ y) =

cotg(x+y)=

12



Dvojnasobny Uhel: sin2x = 2sinx [cosx
COS2X = COS” X — Sin® X

Poloviéni Uhel:

X _1-cosx _ sinx
2 sinx 1+ cosx

X+Y

sinx+siny = 23in* [t0s5*

Soutove wty:

sinx—siny = 2[t0os*3 [$in-3
cosx + cosy = 2[€os™? [t0s™*
cosx — cosy = —2[$in*3* [$inY
Prevody pres liché nasobkyv2: Sin(’i’ - a') =cosa
cos(g - a) =sina
tg(g - a) = cotga
cotdZ-a)=tga

20 GONIOMETRICKE ROVNICE A NEROVNICE

20.1 ZAKLADNi GONIOMETRICKE ROVNICE A NEROVNICE
sinx=a, cosx=a aO(-11) xOR

tgx=a aOR xOR-{kr+2}

cotgx=a alR xOR-{kn}

Pt. rovnice nerovnice
sinx=-05 sinx<-05
x =210, x, =330 X, =210,

K =kD0Zz 0{210 + 2k7,330° + 2k77}

20.2 SLOZITEJISI GONIOMETRICKE ROVNICE

X, =330°
K =k0Z0(210 + 2k, 330° + 2k7)

sinX =+ 1-cosx znaménko se uf
2 ; podle kvadrantu

interval se uti podle jednotkov
kruznice nebo grafu

Pokud je v rovnici vice goniometrickych funkctepedeme je na jednu goniometrickou funkci.

Pokud odmottujeme, musime proveést zkousku.
Sin3x = c0s2x

sin3x-sin(90° - 2x) =0

21]:053X+900_2X12~kin3)(_900+2x:O
2
X+7 . O5X—7
costzo O sin 2=0
X+7 oX =7
2=Z+km 2 =k
2 2
X =Z+2km x=L+Zkmr

13



21 TRIGONOMETRIE

21.1 PRAVOUHLY TROJUHELNIK
Goniometrické funkce

21.2 OBECNY TROJUHELNIK
a b _c
sing sing siny
stantni a je roven pméru kruznice opsan&ouziti: zname stranu a 2 Uhly nebo 2 strany a thel
jedné z nich.
c® =a® +b® - 2abltosy

Sinova Wta: 2r = — pongr strany a protilehlého viitiho thlu je kon-

Kosinova Wta: b® =a” +c¢” —2acltosf -—Pouziti: zname 3 strany nebo 2 strany a Ghel jimi

a? =b%+c?-2bclcosa
seveny.

22 SHODNA ZOBRAZENI V ROVINE
Samodruzny bod bod X je totoZny se svym obrazem X'=X
Samodruzny UtvaF Utvar U, jehoZ obrazem U’ je U
Osova sourdrnost: osa sourrnosti
Stredova soungrnost: stred sounirnosti
Posunuti (translace):vektor posunuti
Otoceni (rotace):stred ot@eni, Ghel otéeni
TotoZnost (identita)

23 PODOBNOST A STEJNOLEHLOST

23.1 PODOBNOST
Pro kazdé body X,Y a jejich obrazy X',Y’ platiX'Y{ = k| XY
k>1  zwtSeni
k=1  shodnost
k<1  zmenSeni
V podobném trojuhelniku plati, Ze ve stejném pranjsou i vysky, &nice, stedni gicky, polome-
ry kruZznice opsané i vepsané, ...
2 trojuhelniky jsou si podobné shoduiji-li se ve whvithlech nebo v 1 Ghlu a pém stran sviraji-
cich tento Uhel.

23.2 STEIJNOLEHLOST H (S;K)
Pro kazdé X platitX'S =|«|[IXY, kde S jested stejnolehlostik je koeficient stejnolehlost
Primka se zobrazi naimku rovnolgZznou.

24 PYTHAGOROVA META, EUKLIDOVY VETY
Plati pro pravouhly trojuhelnikCB.

|. Euklidova véta: ch =c, [&, - obsakttverce sestrojeného C
nad vySkou trojuhelnika se rovnd obsahu obdélrngkérge-
. . Y o
ného z obou Usékna [Fepore. b ¥ a
Odvozeni: ¢
a Ca

RAACB:DDACzDDCB:@:@:&:C_a Ac D B
|/AD| [CD| "¢, v

C

14



Il. Euklidova véta: b®> =cle,, a®* =clt, - obsah

C
¢tverce sestrojeného nad @édmou se rovna obsahu
b a obdélnika sestrojeného z celéepony a Useku ip
¢ lehlého k dané odsere.
A o . B Odvozeni:
AD|_|AC ¢, _b
RA ACBaRAADC= —=—=>—=—
ACl |AB " b ¢

Pythagorova Wta: a’+b” =c® - sodet obsah ¢tverai nad od¥snami
se rovna obsahttverce nad feponou.

Odvozeni: s&enim Euklidovych . a’+b’=c?
cle, +cle, =c? b a
C,+C =cC i 2

25 ROVINNE UTVARY
Trojuhelnik: O=a+b+c

5=27 N

2 a
Heroniv vzorec: S=./s(s—a)(s-b)(s-c)
atb+c
S=——
2
Obdélnik: O =2(a+b) a
S=ab

Lichobéznik: O=a+b+c+d

RN

2
Pravidelny n-thelnik: S=nl[SAABS —n-krat obsah jednoho trojuahelnika

Kruh: O=2nr
S=r?

Mezikruzi: S= ‘IT r’ - ﬂrzz‘
. — - 4 AN,
Oblouk: O =r¢ - Ghel v radianech \/

2 ) i
Vyset: S= % @ @

. rz. 1 .
Use: S= 7¢ ~3 [’ (3ing — obsah vysee minus obsah trojuhelnika E >

b
Rovnobeznik: O =2(a+h) .
S=alV, Jal ;

26 NEROTACNI TELESA

Hranol: V = Sp v
S= ZSp + Sp, @

Kvadr: V =abc
S=2(ab+bc+ac) @C
Jehlan: V =3S [V &

15



S=S,+S,

Komoly jehlan: V = %V(Spl +S,, + /S [sz) @

S=5,+S,,+S,

27 ROTACNI TELESA
valec: V =7r?v
S=2mr?+2mv @

Kuzel: V =imr?y f
S=m?+ms  kdes=+r?+v? —délka plag
Komoly kuzel: V = %nv(rl2 +r,° +r1r2) @

S= 77"12 +nr22 +(m1 +nr2)s

Koule: V =47r?®
S=4m? Q

Lo _ 2 4 3
Kulova uset: V =" [3+ 577(%) Q
objem valce plus objem koule '

r=yr2=(r-vy

S= ”12 +2mv — obsah podstavy plus obsah
kulového vrchliku
P 2 2 v )3
Kulova vrstva: V = 7m,” B +7m,” 3 + 4 %) iy
objem dvou valg a objem koule :

N

/]
i

™
.
. n

28 MATICE A DETERMINANTY

ay &, a3 a,
2 i =123.m Ay, 8, 8, a8y,
=230 Ay &, 8y a,

aml am2 am3 amn
Spole&ny nazev prdadek a sloupec jada.
Typ matice: Obdélnikovagtvercova (r=n), sloupcova 1) afaddkova (17), diagonalni (samé
nuly, jen na hlavni diagonale ne), jednotkova (samig, na diagonéle jedtky)
Hlavni diagonala: z LH do PD rohuyedlejsi diagonéla:z PH do LD rohu
Transponovana matice:zanénéné sloupce #adky
Symetrick& matice: matice je stejna jako transponovana
Hodnost matice: pctet linedri nezavislychadka v matici (maximalg rovna mensimu m an)

28.1 OPERACE SMATICEMI

Hodnost matice se neémi, kdyz
1) matici transponujeme
2) ngjakoutadu vynasobime nenulovygslem
3) k nekteréradk pricteme linearni kombinaci (ndsobek) jifagly s ni rovnokzné
4) v matici vynechame nebdigadmeradu, kterd je linearni kombinaci jibédy s ni rovnotz-

né
Matice téhoz typu se stejnou hodnosti jsou ekviviaieA [ B

16



Hodnost matice
-12 21 1 -12 21 1 -12 21

-3 -8 5|0/-3 -8 5|0/0 -44 68 |0/0 -11 17| h=2
-12 21 11) \o 88 -136) (0 0 ©

12

3 4 1216}

) 1 2 6 6 8
Sowet matic: + =
3 4 7 8 10 12

28.2 DETERMINANT

Nasobeni matice: 4[€

all a12
aZl a'22

a, ap Xa13 & /a12

Determinant 3. stugn |a,,

Determinant 2. stugn a,,a,, —a,,a,,

= ;85,853 1 Qy,8,585; T 38,35, ~
T 8385,85) T 318383, ~ 8;,8,,a5;

22 a23a21 a22
B A RS B,
J 7/ / NN N\
- - - + o+ o+

29 LINEARNI ALGEBRA

soustavan rovnic on neznamych
ayX taX +..a,%, =h
a,% + 8%, +..a, X, =, h jehodnosimaticela, )

: h je hodnosimatice(aﬂ b|)
amlxl + am2X2 + amnxn = bm
pokudb =0 i =12..m je soustavhomogenni jinak jenehomogenni
podminka ieSitelnosti

1) h#h —nemé&eSeni
2) h=h
¢« h=n - jednoresSeni
* h<n - nekonéné mnohoteseni O —hneznamych volime a ostatni dosadime +.nap
Xg =U, % =1, X, =4 +1,, X, = 2t))

Priklad:
=X X =-1 -1 0 1/-1 1 -1 3|2
2%, +7X, =1 2 7 01|00 -1 4|1 h=h =n
X =X, 3X; = 1 -1 32 0O O 30|6
X X 3% = )(1:1%

-X, *+4x, =1 =>x,=-1

30x, = X, =1

Cramerovo pravidlo: m=n, pokud determinath{ #0 — 1ieSenix, = w kdeA, je matice, ve

které jsmek. sloupec nahradil sloupcem pravé strany.

17



Priklad:

- X +X, =-1 -1 0 1

2%, +7X, =1 A= 2 7 0| |A=-30

X =X, 33X =2 1 -1 3
-1 0 1 A

A=l1 7 0 |A1|:‘36 :i___%:lé
s _1 3 A -30 5
-1 -1 1 A

A=2 10 |A2| Xzzﬁ:i___l
1 2 3 A -305
-1 0 -1 Al

A=|2 7 1] |Al=-6 xgzi:_—azl
L -1 o /A -30 5

30 VEKTORY

Vektor je mnoZzina viech souhlasarientovanych usek, které maji stejnou velikost.
Vektory rovnolzné jsowkolinearni. (souhlas#, nesouhlashkolinearni)

AB = (X, —XA,Y —Y)

IABIJ u\a A

U =u? +u,?

Vektor op&ny: — us= (-u.,—u,)
Souset vektofi: U+ V = (U, £V,,u, £V,)

Nésobeni vektoru skalarerk:[li = (k u,, k D]JZ)

Dva vektory jsodinedrné zavislé jestlize jeden z nich je linearnim nasobkem dhohé
Tii vektory jsoulinedrné zavislé je-li alespd jeden z nich linearni kombinaci ostatnich dvou.
Tti vektory jsoulinearné nezavislé pokud ani jeden neni linearni kombinaci zbyvefiadvou.

Skalarni sowin: ulv = ‘u‘ [.}\/‘ [cosa =u,v, +U,V, — vysledkem je skalar

. u
Uhel dvou vektoni: cosad = ——
fkY
Rovnobézné vektory: GH\? —u=k , kolmé vektory: uv=uv =0
Vektorovy sowin: ‘G XT/‘ = H E.}T/‘ [$ing — velikost. Srar: kolmo k olEma vektofim, pravotdi-
va baze (prsty 4,v, palec ukazuje sén).
UXV =-VXU —opa&na orientace
k(u X v): (k Du)x %
va(ﬁ+§): (vaﬁ)+(\7vx?/)

uxu =0 - nulovy vektor

31 ANALYTICKA GEOMETRIE LINEARNICH UTVAR U V ROVINE
Primka;
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e parametrické vyjéieni:

X=X, +t,

y=Y, +th,

pro gimku -t R

pro dseku —t 0(01)

pro pologiimku —t [1(0, )
e obecna rovniceffimky:

ax+by+c=0

n= (a, b) —normalovy (kolmy) vektor
5= (-b,a) —smerovy vektor
plO, = by+c=0

pHOy = ax+c=0

» Usekovy tvar rovniceifmky:
X Y- q
p qQ
0 p

p:—E ‘ \
a
q:‘E
b
e sSnErovy tvar:
y =kx+q (
a 0
k=-—=tga
b g

Polorovina: ax+by+c=0

32 ANALYTICKA GEOMETRIE LINEARNICH UTVAR UV PROSTORU
Ptimka definovana pouze parametricky.
Rovina:
e parametricka rovnice:

X=X, +tlu, +slv,

y=Y, +th, +sly,

z=7,+t, +slv,

kde A= [Xl,Yl,Zl] je bod roviny au,v jsou nekolinearni vektory vychazejici z bola na-

leZejici do roviny.
» obecna rovnice roviny:
ax+by+cz+d =0

ziskame ji:
1) pomoci dvou vektdr naleZejicich rovit— p‘es normalovy vektor
ik
n= (a, b, C) =uxv= U, Uu, U, —normalovy vektor
Vl V2 V3

2) z parametrické rovnice — vyldenimt, s
3) pomoci 3 bod naleZejicich do roviny — dosazenim badhx, y, za dop@itdnim
a, b, c, dpricemz za jednu neznamou volime
zvlastni pipady rovnice:
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PO, =a=0b#0,cz0
plo,=a%0,b=0c#0
PO, =a#0,b#0,c=0

33 POLOHOVE A METRICKE VZTAHY UTVARU V ROVINE
Vzajemna poloha dvou gfimek:
rovnokezné
rizné — zadny spatey bod
shodné — nekoiie¢ mnoho spolénych bod:
raiznokEzné — jeden spotay bod

Odchylka dvou primek:  cosa = ‘

|u1v1 +U v2|
‘ ‘EM u? +u,? GV, +v,”
_1k—k
va= kK,
. ) |aX, +bY, +d
Vzdalenost bodu od imky:  |Ag === A=[X,,Y,]

g

34 POLOHOVE A METRICKE VLASTNOSTI UTVARU V PROSTORU
Vzajemna poloha dvou gfimek:
rovnokezné
rizné — zadny spatay bod
shodné — nekowa¢ mnoho spolénych bod
raznokEzné — jeden spotay bod
mimokeZné — Zadny spotey bod, nelezi v jedné rovin
Vzajemna poloha dvou rovin:
rovnokEzné
rizné — zadny spatay bod
shodné — nekokaé mnoho spolénych bod
raznolEzné — jedna spotea gimka — pfisenice
Priklad: p:2x-y-z-1=0
O:X+y+2z-3=0
p: 3x+z-4=0 Jednu neznamou nahra-
X =t € dime parametrem

z=4-3x=4-3t
y=3-X-2z=-5+5

Odchylka dvou primek: stejné jako v rovié

Odchylka p¥imky od roviny: sing = ‘

Wh |

Odchylka dvou rovin: cosa =

20



) _ |aX, +bY, +cZ, +d|
Vzdalenost bodu a roviny:v =
vaZ +b* +c?

Vzdalenost bodu od @imky: vytvorime rovinu kolmou k fimce tak, aby prochazela bodéna

spasitame vzdalenost megia piisesikem gimky a roviny.s, =n ,, Vv=|A pn p|
Vzdalenost dvou rovnoléznych primek: v(p,q) = V(A, q); Alp
Vzdalenost gfimky od roviny s ni rovnobézné: V( p, ,0) = V(A, ,0); Allp
Vzdalenost dvou rovnoléznych rovin: v(,o, Z') = V(A, T); Al p

A= [XO’YO’ZO]

35 ANALYTICKA GEOMETRIE KRUZNICE A ELIPSY

Y K
yd Lo )
n S0’ X'=X—
: Transformani rovnice: | N
0 im X
N
X

35.1 KRUZNICE
MnoZina vSech bag které maji od seédu ) stejnou
vzdalenost.

S=[mn] /— r
N

Stredova rovnice: (x—m)’ +(y—n)* =r?

Vnitiek kruznice:x* + y* <r?
Obecna rovnice: x> +y?+ax+by+c=0
a=-2m, b=-2n, c=m’+n®-r?

35.2 ELIPSA X
MnoZina bod, které maji od dvou danych pevnych ddadhni- /‘7‘%
sek) staly sotet vzdalenosti, ktery se rovnada?2 |/
(F.X| +[F;X| = 2a) L p Y
A,B— hlavni vrcholy b= |CS = |D3 — vedlejsi
C,D —vedlejsi vrcholy . . .
S _ stied poloosa (vZzdy menSi nez hlavni
Fi, F, —ohniska poloosa) .
a=|AS=|CF| - hlawni 2b =|CD| —vedlejsi osa
poloosa |SFl| = |S|:2| =e - excentricita

2a =|AB —hlavni osa

C
a2 :ez +b2
b
Osova rovnice elipsy: Praa|O, : (x=m)* + (y=ny =1 IW%
X a2 b2 A\ F e y
x-m)’  (y-n)’ D
ProZa”Oy: ( b7 ) +( az) =1

Obecna rovnice elipsyAx® + By’ + Cx+Dy+E =0
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36 ANALYTICKA GEOMETRIE PARABOLY
MnoZina vSech bad které maji stejnou vzdalenost od pevného bodu
(ohniska) a danéipmky (fidici pimka), kterd danym bodem ne-
prochazi.
F — ohnisko
d —fidici pfimka

V —vrchol
VF — osa paraboly

p - parametr:2 =|DV/| = |FV|

Vrcholova rovnice: O =0O,, F 0O* (y-n)? =2p(x-m)
0=0,FOO" (y-n)’ =-2p(x-m)
0=0,,FOO" (x-m)? =2p(y-n)
0=0,,FOO" (x=m)? =-2p(y-n)

37 ANALYTICKA GEOMETRIE HYPERBOLY

inverzni kvadraticka fce

graf kvadratické funkce

graf zdporné kvadr. fce

MnozZina vSech bad které maji tu vlastnost, Ze absolutni hodnotaitozejich vzdalenosti od 2

danych pevnych bodu (ohnisek) je konstan”MRd —|XF2” = 2a).
A,B —vrcholy paraboly
|AB = 2a —hlavni osa|AS = a)
b —vedlejsi poloosa
Fi,F, —ohniska
e —excentricita=|SH, e* =a’ +b?
nemusi platie>b
(x=mf _(y-n)f _
a b =1
yorf (o) _

Osové rovnice:

Pr@a=0,:

ProZaEOy: 1

a’ b>
Obecna rovnice: Ax* — By? + Cx+Dy+E =0
Rovnice asymptot:

y =tkx+q kazda hyperbola ma 2 asymptoty

k=tga proZaEOX:g,prOZaEOy:%

Rovnoosa hyperbola: a=b

Vétve lezi v 1. a lll. kvadrantu: 2

Xy =2 a“ — graf lomené funkce

Vétve lezi v II. a IV. kvadrantu: Xy = —%az — graf zaporné lome

38 VZAJEMNA POLOHA PRIMKY A KUZELOSECKY
Patet prisetika kuzeloseéky s @gimkou:
kruznice a elipsa:

2 body se&na

1 bod te¢na

0 bodi  vnéjSi pfimka
parabola:

2 body sena

1 bod

rovnol®¥Zna s osou protina v 1 bodé
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protind osu te¢na
O bodi  vnéjSi primka

hyperbola:
2 body se&na
1 bod
rovnol&Zzna s asymptotou protina v 1 bod
protina asymptotu te¢na

O bodi  vnéjSi primka

38.1 TECNA KUZELOSECKY V JEJIM BODE

Bod dotyku:[Xl,Yl]

Kruznice: (x—m)(X, —m)+(y-n)Y, =n)=r2
(=m)(x,=m)  (y=n)v,=n) _

a’ b?

Elipsa:

Parabola: (y - n)(Yl - n) = p(x - m) + p(Xl - m)
=1

(X - m)(xl - m) _ (y - n)(Y1 - n)
a’ b?

Hyperbola:

39 VARIACE A PERMUTACE
n=120.(n-1)h - faktorial
Kombinatorické pravidlo sou¢inu: paiet vSech uspg@danych dvojic, u nichz pro volbu prvniho

prvku mamen; moznosti a druhéhm moznosti, je roven séinu ny .
. n! . . 5 . _ . . .
Variace: V, (n) = m je k-tice vytvarena zn prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse
n—-k)

jednou. Zalezi na pedi (123#'321).
Permutace: P(n) =nl je zvlastni fipad variace, kdy se=n.
Variace s opakovanim:V', (n) =n"

vyskytovat nejvySé-krat.

je k-tice vytvaend zn prvka tak, Ze kazdy se v nithe

nl
n,!m, Lin!

druhu a ...n, p. druhu, picemz plati, zen+n,+...n,=n. VSechny prvky téhoz druhu jsou stejné
a zadné 2 prvkyiznych druli nejsou stejné.

Permutace s opakovénim:P',hYnzy__np (n) , kden, je paet prvki 1. druhu,n; 2.

40 KOMBINACE

I
Kombinace: C, (n) = ﬁje k-tice vytva'ena zn prvki tak, Ze kazdy z prykse v ni vysky-
n— kK

tuje nejvySe jednou. Nezdlezi naradi (123='321). Vztah mezi kombinacemi a variacemi:
V, . (n
c, ) =%l

_ n
Kombinaéni ¢islo: [ j =C, (n)
k

je k-tice vytvaena zn prvka

Kombinace s opakovanim: C', (n) = (n kK _1j — (n +k —1)!

k ) (h-1)m
tak, Ze kazdy prvek se v niitte opakovat maximagrk-krat.
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40.1 VLASTNOSTI KOMBINACNICH CiSEL

: [n ? kj +1
(une)lens)
40.j:F;ASCALUV TROJUHEEé\IJIK 1

o/ o X
o ()3 2
= (GG 1331
= (GG EERE

40.3 BINOMICKA VETA

(a+b)" = Man +| M a4 M am2p? 4 M arpe [T o
0 1 2 k n

n Jmn—kﬂ. [bk—l

X O X 3 B S5 O S

k-1
Pro vyp@et mnohdlenun-tého stups.

k-ty ¢len binomického rozvojec, = (

Priklad: V mnohalenu (3—1x -x® )ll vypaiitej koeficient ux?.

ck® = ( 11 J [qu)—(lz—k) [q_ X)S(k—l)
k-1

klllj [BK-12 (k12 [ﬂ_ 1)3k—3 k33

x® =x*"* = k=10

cD<25:(

41 ZAKLADY PRAVDEPODOBNOST]
Nahodny pokus:ovlivnén ndhodnymginiteli.
Nahodny jev: vysledek nahodného pokusu, o kteréidzeme rozhodnout zda §eneni pravdivy.

Deterministicky pokus: pti dodrZzovani danych podminek vede vzdy ke stejneysledku.
A

m
Pravdépodobnost ndhodného jevu:P(A) =— |, kdem, je paet vysledk ptiznivych jevuA
n

an je paet vSech moznych vysledklaného pokusu.
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n
Statistické definice pravdépodobnosti: P(A) =-2 | kden, je absolutnietnost an je celkovy
n

pocet (zn provedenych pokuise na piiznivych).
Pravdépodobnost sjednoceni jetr: jevy museji byt nestitelneAn B =0
P(AOB)=P(A)+P(B)
An A=0= P(AOA)=1= P(A)=1-P(A)
Pravdépodobnost  pniniku jevia: Pokud jsou jevy A, B, C nezvislé, plati
P(An Bn C)=P(A)P(B)P(C)
Binomick& rozdéleni: m&me n nezavislych pokudi, znichz kazdy skan bud zdarem
s prav@podobnostp nebo nezdarem s prajgbdobnostig, potom pravépodobnost, z& jevi

- - vz . _ n k ~n-k
skorti zdarre vypacitame: P(Ak) = (kj pg .

42 ZAKLADY STATISTIKY
Jednotka: kazda musi bytiesré urtena mists, casoe, vécné
Soubor: tvoren vSemi jednotkami
Rozsah souboru:patet vSech jednotek
Znak: vlastnosti, které u dané jednotky sledujeealitativni — odpovidame slow kvantita-
tivni — odpovidameislem)
Absolutni ¢etnost: padet vdech jednotek v souboru, u nichz byl dany j&ten

L n
Relativni ¢etnost: P(A) = —2
n

42.1 CHARAKTERISTIKY POLOH

Y
x =2k

n
= z X n;
a z ni
Modus X: je stedni hodnota, kterd odpovida hodndtliaje nejastji se vyskytujiciho v daném
souboru.

Median X : hodnota prosednihoclenusetazenéhostatistického souboru.

Aritmeticky pr amér:

Vazeny aritmeticky pramér:

42.2 CHARAKTERISTIKY VARIABILITY

Prameérna odchylka: praimérna odchylka od gdimeru: d

_ 2% -Xm
2N

5o 2% X
n

Vazena pnimérné odchylka: d

_ )2
Rozptyl: varx = M

_ Z(Xn _i)z [,
2N

Smérodatna odchylka: g =+/varx

Vazeny rozptyl: varx
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43 ARITMETICKA POSLOUPNOST

43.1 POSLOUPNOST
Posloupnost je zobrazeni vSedirgzenychéisel do mnoziny vSech reélnye¢ksel (hekonaina po-

sloupnost realnyctisel) {an}‘::1 =a,8,,..8,,....
Posloupnost je zobrazeni prvnich prirozenych cisel do R konetnd posloupnost R)
kK _
{an}n=1 =8,,8,,.. 8.
Posloupnost rostouci:r <s < a_ <a, r,stN
Posloupnost klesajici:r <s < a, >a, r,sUN

43.2 ARITMETICKA POSLOUPNOST
a,, =a,+d, ddiferencial

a._, +a S o .
a, =% — jakykolivélen posloupnosti je aritmetickymipnéremélenu gredchazejiciho
a nasledujiciho
N-ty ¢len posloupnostia, = a, + (n —1)d
, nla, +a
Souet prvnichn ¢lena: s, = M

44 GEOMETRICKA POSLOUPNOST
an+1 = an m q #0
= v an—l |}nﬂ

N-ty ¢len posloupnostia, = a, ["™

n

2,

Souwet prvnichn ¢leni: s, = a,

-1
z1
-1 q

q

44.1 VYUZITI POSLOUPNOSTI
Urocitel: r =1+ p, p prirastek (%)

Pravidelny éist: a, =ar", a posatek
n
-1
Rist s gispsvky: a, =ar" +b d—l b prispsvky
r —

+
Jednoduché drokovani (vkladame pesfoi): a, =nla+alp [-P(lzin)

n
L s -1
Slozité drokovani (ini): a, = ad—l
r' f—

45 RADY
Nekona&néd geometrickarrada: geometricka posloupnoé&n}::l
Souset geometrickérady: lims, zli <1, existuje-li tato limita j&onvergentni, ji-
n-o —_— q

nak jedivergentni.
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46 LIMITA , SPOJITOST A DERIVACE FUNKCE

46.1 LIMITA
Limita posloupnosti: Posloupnost{an}::l ma konénou (vlastni) limitua praw tehdy, kdyz ke
kazdému libovold zvolenému kladnému existujedislo n, takove, Ze pro kazdé>n, plati
la, —al<e. zapis:lima, =a aldR. Je-li konené ¢&islo realné, tedy jedna se o vlastni

[N
limitu, je posloupnoskonvergentni. Nema-li konénou limitu jedivergentni.
Limita funkce: Funkcef m& v bod a limitu L, jestlize k libovolg zvolenému okoli bodu existu-

je okoli bodua takove Ox U (a)—{a}; f(x)OU(L). zapis:lim f(x) =L

e X . X
Limita zleva: lim — =1, zprava: lim — =1
x-0" X x-0" X

. . X X . X
Nevlastni limita: lim ==10Ilm —=1=Ilim==1
x-0" X x-0" X x-0 X

. . .1 .1
Limita v nevlastnim bodé: lim = =0, lim ==0
X — +00 X X — —00 X
Véty o limitach:  lim(a, b )=lima, limb,
n-oo n-oo n-oco
Li[ro]o(a [b,)= lima, Llimb,

n n-oo

lima
. a oo m
Ilm(—”j ==
n-el limb,

n-oo

lim(konst[&, ) = konstim a,

n-oo n-oo

limi=0
n—»°0n

m f(x) = f(a)

li
im sin(kx) _
x-0 KX
im& =1
x-0 X
PR 0 0 0
Neur¢ité vyroky: 6,—,0@0,0 ,00° 00 — 00
(00]

1

46.2 SPOJITOST FUNKCE
Okoli bodu: (a-d,a+d)  &>0 nebo|x—g <J, zapisU (a,d)

Levé okoli bodu: (a— da 9>0

Funkce f je spojita v bod a, jestlize k libovol®g zvolenému okolf(a) existuje okoli boda tako-
vé, zeOxOU (a); f (x)OU(f (a)).

Funkcef je spojita v intervalu &,b), je-li spojitéd v kazdém ba@dohoto intervalu.

Funkcef je spojitd na <a,b>, je-li spojita nad,b) a v boé a je spojitd zprava a v béd je spojita
Zleva.

Funkcef je spojita v bod a, ma-li v tomto bod limitu.

46.3 DERIVACE FUNKCE

()= lim 2 = jim T oo A= 106) _ ) 1(x)= 1)
Mx-0AX  Bx-0 AX X, X— %,
: d
y(XO):d_z
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y . 1. derivace
. 2. derivace
y“” .6. derivace

Jestlize ma funkckv bod x, derivaci je v bod X, spojitd. Obracen&sta neplati
Funkcef méa derivaci v 4,b>, ma-li derivaci v kazdém beéda,b), v bod a ma derivaci zprava a

v bodt b zleva.

Je-li funkcef definovana v gakém okoli bodux, a existuje-li lim

X Xg

v bod® X, derivaci zleva. (Obdolgplati pro derivaci zprava).
Derivace: c'=0
( n )1 =n D(n—l
goniometrickeé fce(S| ) COSX
(cosx) = —sinx

tgx)'= xQ R—{g+kn}

cos2 X

1 _
(cotgx)—sinz)< x 0 R-{k7}

H

(arcsinx) =

(arccos«) =

(arctgx) = o

-1
+ X2

[ex (x)=cr(x)

(arccotgx) = :

s konstantou:

scitani: (u t v)': UtV
nasobeni: (uvz)'= u'vz+uvz+uvz
| '
delen: [_j _uv-u
v v
sloZzena fce: (f [g X ])= f [g(x)] B'(x)
exponencialni fce( X

logaritmické fece: (Inx)=%1 x>0

(log, x)=-2- x>0,a>0a#1
implicitni funkce: = x5

Iny =sinx{Inx

cosxn x+sinx4
‘= (cosx [n x +sinx &)y y"

'=(c ostI]nx+S|an];)D<S'“X
vySSi derivace: y":(

28

F(x)- (x)

, ma funkcef
X=X

Derivujeme tak, Zetleny obsahujicix
derivujeme normakha ¢leny obsahu-
jici y derivujeme podle/ a nasbime



47 GEOMETRICKY A FYZIKALNi VYZNAM DERIVACE
Fyzikalni: derivace drahy podigasu je okamZita rychlost, 2. derivace drahy podku je okamzi-

té zrychleni
Geometricky: 1. derivace funkce v bédlotyku je smirnice t&ny Y’ (XO) =k,
Y= Yo =k(x= )
kk,=-1

48 VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

48.1 MONOTONNOST FUNKCE
Rostouci:jestlize je v kazdém bédntervalu prvni derivace kladnéf(x)'> 0)

Klesajici: je-li v kazdém bod 1.derivace zépornéf((x)'< 0)
Priklad:  y=x*>-3x
y'=3x*-3
rostouci:  3x? —=3> 0= (- o0,~1), (1, +c)
Klesajici: ~ 3x? -3<0= (-1])

48.2 EXTREMY FUNKCE
Funkce ma %, maximum pra¥ tehdy, existuje-li okoli bodu, takove, Ze pro kazdénaleZejici
do tohoto okoli plati, Ze fudki hodnota je men3i nebo rovna fankhodnot funkce vx,. Ob-
dobrg plati i pro minimum funkce.

Stacionarni body: f(x)': O- vtchto bodech ma funkce lokalni minimum (pokud je

f"'(x) > 0) nebo maximum ¢ "(x) < 0). Pokud je druha derivace ve stacionarnimstogina
nule, nejedna se o extrém.
Inflexni bod: f(x)"= 0 - nelze udat tetnu, funkce konkavniigchazi na konvexni.

konkavni funkce: f (x)"< 0 —cely graf lezi pod teou
konvexni funkce: f (x)"> 0 —cely graf lezi nad &aou

48.3 VYSETRENI PRUBEHU FUNKCE

1) Urcit defini¢ni obor funkce
funkce sud@, licha, periodicka

2) Body, v nichz neni definovana, ale ma v nich lindfuava a zleva
Limita v nevlastnich bodech

3) Prisgiky s osamk,y
Znameénka funénich hodnot

4) Vypocet I. derivace
Nulové body I. derivace — stacionarni body
Body, v nichZ neni derivace definovana

5) Intervaly monoténnosti

6) Vypocet Il. derivace
Nulové body IlI. derivace — inflexni body
Body, v nichZ neni derivace definovana

7) Lokalni extrémy
Intervaly konvexnosti a konkavnosti

8) Asymptoty
y=ax+b

a=k,= IimM
Xwo X
b= lim[f (x) - aX
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9) Obor hodnot funkce
10) Graf funkce

Priklad: f :y=x%-6x*+9x
1) D=R
f(-x)=-x* -6x% -9x = —(x* + 6x> +9x) — ani suda, ani lich&

2) Iim(x3 - 6x° +9X): lim x® 1—§ +i = +o0
X - 00 X o 00 X X2

XIirpw(xe’ - 6x* +9x) = lim xs(l—g +%) = -
3) praseik sx: y=0
x*—6x°+9x =0
x=00x=3 [00],[30]
prasgik sy: x=0
y=0
[00]
4) y'=3x*-12x+9
stacionarni bodyy'=0= x, =1 x, =3

5) rostouci:y'>0= (— 0 ,1), (3,+00) klesajici: y'< 0= (13)
6) y'=6x-12

inflexni body: y"'=0= x=2
7) Y'w=-6 - lokalni maximum [1,4] Y =6 - lokalni minimum [3,0]

konvexni:y"'>0= (2,+00) konkavni: y"'< 0= (— 00 ,2)

3 _py2
8) k. =limb=lim ) = jim X O e
X - 00 X0 ¥ X - 00 X X — 00

9) H=R

10) .

48.4 GLOBALNI EXTREMY
Priklad: Do koule o polor&ru R vepiSte valec neptSiho objemu.

V =m?

r2+v? =4R* = r? =4R* -V? v
V = n{4R? -v? v

V'=47R? - 3w?

4R? -3w* =0=v=,[4[R

r’ =4rR*-v? = r =,/4R* -4R* = R/2

V'=-6rv

V"(R\/%) = —7RJ48 < 0= v tomto bod je maximum funkce
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49.1 DIFERENCIAL FUNKCE

dx — diferenciél argumentu
dy - diferencial funkce

, A
()= m 2 =
dy= f'(xo)mx

49 PRIMITIVNI FUNKCE , URCITY INTEGRAL

Vypocéet absolutnich chyb:dy

Vypocéet relativnich chyhb: d_y
y

Priklad: Valec ma pimér i vySku 80+ 0,5cm. Jaké bude relativni chyb# pypoctu objemu?
D=80, dD=%05

ﬂD3
V=n{3) D=

dV =Z3D?* [&D
V. D 8

49.2 NEURCITY INTEGRAL

187%

Primitivni funkce: F'(x)= f(x), F(x) je funkce primitivni Ki(x)
Neur¢ity integral: .[f(x) [iix=F(x)+C , kdej. f (x) Ceix je neutity integral, f (x)C&x je in-

tegrant aF (x)+ C je primitivni funkce. Integral je opak derivace.

49.3 ZAKLADNI INTEGRALY

fomx=c

[x mx=:r:11+c
[+x=In|+C
jxmx=x—22+c

Icmx:chx=cx+c
[dx=x+C

jex [dx=e*+C
.[ax Ldx = a’ +C
Ina

jsinxmxz —cosx+C

Icosxmx=sinx+c

j 12 [dx=tgx+C
COS<” X

jlz [dx =-cotgx+C
sin‘ x
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[dx = arcsinx+C = —arccox+C

I 1

I 1+1 [8Ix = arctgx + C = —arccotgx + C

I[f +g(x ]mxj' mx+jg x)[eIx +C
chf X)[dlx = cEJ'

49.4 |INTEGRACNI METODY
Substituéni metody:

[ f(ax+b)rx =4 f (t)eix =1 F (ax+b) +C
t=ax+hb

di=tldx=altIx=> dx=E
a

fr{x I _
j%mx:hmt—lnhhc—In|f(x]+C
t = f(x)
dt = f'(x )Edj
[ flo(x)] o (x)eix= [ £ (t) et = Flg(x)] + C
t=g(x)
dt = g'(x) Celx
Metoda per partes: (pocéastech)
(uv)=u'v+uv
J'(uv)'x = ju'v fdx + J' uvidx
uv=ju'v®x+jm/x
Iu'vmx: uv—juv’x
u'=cosx u=sin

Priklad: jxﬂtosxmx: 1
V=X v'=

X‘: xEﬁ;inx—jsianLBjx:
= x[sinx+cosx+C
u'=1

Priklad: jln x [elx = jl[l]n x [elx = v=lnx

u=
y j:xEﬂnx—ij];ij=

=x[Inx-x+C

) u'=e* u=e*
Priklad: jex Binx[dx =

) =e lZ*kinx—J'eX [Cosx [éx =
V=sIinX V'=cos

_|u=e u=e*

=" Binx—-¢* E:osx—J'eX [$in X [Eix
V=CO0SX V'=-sin

J'ex Binx [x = e* ®inx - e* m:osx—J'ex inx Eix

e* [3inx — e* [tosx

jex Binx[dx = 5 +C
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49.5 VYPOCET URCITEHO INTEGRALU
b
[ 1 () rx=[F(x)]: = F(b)-F(a)
éunkcef(x) musi byt v intervalu & b> spojité

DcD(ab>a<c<b:J' x) Cfix = J' mx+J'

Tf(x)ﬁux:—ja' f (x) caix

a
Pfi substituci musime pepcitat meze pra:
m

L I
t =sinx t, =sinZ =

2 Y
Priklad: J'sin2 x [Eosx [tx = . 2
dt =cosxléx t, =sinj =1

1 1 7
j Ejt—[ } =
! 24
2

NP

6
Pti metodt per partes.
T u'=sinx u=-
Priklad: J'xE'l;lnxmx: .
V=X v'i=1

COSX‘ =[- xosx|7 + J' cosx [tlx =
0

=[-xeosx +sinx|] =

50 UZITI INTEGRALNIHO PO €CTU K VYPOCTU OBSAHU ROVINNYCH OB-
RAZCU A OBJEMU ROTACNICH TELES

50.1 OBSAH OBRAZCE

f(x f(x)
Bd gy nl4
5= ] () i s=-f 1 5= sl 1 qu

Priklad: Vypocti obsah obrazce vymezenehtwkaml. y=sinXx,y=0,x=0,x=2n

T 2
5= sinxsinx = - cosxl ~[-cosif =4
y f(x) Pro plochu obrazce vymezenéhdvéma krivkami plati vztah:
= j [ (x) - g(x)] celx, tento vzorec plati i vifpack, Ze ast plochy

[6)
lezi pod OSOUW.

X

Priklad: f:y=2-x*,g:y=x
2-X=x=>x =-2, X, =1
1

s=[(2-x* - x)raix= 45
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Priklad: f:y* =4x, p:2x—-y-4=0
1) Derivujeme podl
fiy=+2Jx, p:y=2x-4

Prisetiky: y* =4x = 4x* -16x+16=4x=>x=10x=4

1 4

s=2[2x’ mx+j(2x2 —2x+4)Edjx: 9
0 1

2) Derivujeme podle

y’ _5. Y

fix=2—,p:x=2+=
4 P 2

2
Prisgiky: X=X= y

4 2
s=[|2+2-L |my=9
1572 4

50.2 OBJEMY ROTACNICH TELES

Pro tlesa rotovana kolem osy V = nj f?

Pro €lesa rotovana kolem osyVY:= ﬂj f (

a

Priklad: Vypocti objem kulové Usée o vyScey, ktera jecasti koule o pologrur. y

Kruznice: x> +y> =r* = y* =r% - x

V:ﬂj'(r2

r-=v

y—:2+%:> y=-20y=4

Eblx ITJ. y< [dx

2 y)@jy=ﬂjx2 [dly

3 r
X v
—xz)mx=n{r2x—?} =7V’ - m—
r-v

3

3

Vzorec pro objem kulové Gse: V = 7m,” [% +§77(%)3,
v
kde 1, =4/r? —(r —V)2 . Po dosazeni a Gapravact / r; r
V3
V =mv?-m—
3
50.3 DELKA OBLOUKU ROVINNE KRIVKY y f
) X
s= [ 1+ [ (x)]* raix a b
Priklad: Vypocti obvod kruhu o polomu r.
kruh: y> +x* =r? = y=+/r? 1 —2X X
2 Jr2-x? \/ r

a WTW ‘“frmx e ”fF

v t=1 =4r 1
dt=71®|x qﬁ

[elx = 4r (arcsint]; = 277

(11999 PetiRezka

rezin@email.cz
Nekometni vyuZiti pro studijni pdeby povoleno v piném rozsahu.
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